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表性的一种距离标号.设 p, q 是两个非负整数，图 G的一个 L(p, q)标号定义
为一个非负整数函数 c : V (G) 7→ {0, 1, 2, · · · }，满足：对 G中的任意两个顶点
u和 v，若 d(u, v) = 1则 |c(u)− c(v)| ≥ p；若 d(u, v) = 2则 |c(u)− c(v)| ≥ q，
其中 d(u, v)表示顶点 u和 v之间的距离. 从应用及优化的角度，L(p, q)-标号问
题主要有两个研究目标：
1. 最小化标号之间的差，称为图的 L(p, q)跨度；
2. 最小化相邻两点标号之间的差，称为图的 L(p, q)边跨度.









第三章运用图的 tension理论研究非平面图的边跨度.建立了图的 L(p, q)标

































Doctoral Dissertation of Xiamen University
Edge Span of L(p, q)-Labeling on Graphs
ABSTRACT
The distance labeling of a graph is a natural extension of the classical graph col-
oring problem, which arises from a variation of the channel assignment problem in
multi-hop radio systems and was firstly formulated as a graph coloring problem by
Hale.
In the study of distance labeling problem, the L(p, q)-labeling receives much at-
tention. Given a graph G = (V,E) and two non-negative integers p and q, an L(p, q)-
labeling c of G is an assignment of non-negative integers to the vertices of G such that
adjacent vertices are assigned using labels at least p apart, and vertices with distance
two are assigned using labels at least q apart, that is, for any two vertices u and v,
|c(u) − c(v)| ≥ p if d(u, v) = 1 and |c(u) − c(v)| ≥ q if d(u, v) = 2, where d(u, v)
is the distance between u and v. From the practical point of view, the L(p, q)-labeling
involves two optimization problems:
1. to minimize the difference between the biggest label and smallest label used in the
L(p, q)-labeling;
2. to minimize the maximum difference between the labels of two adjacent vertices
or more specifically, to minimize the edge span of the L(p, q)-labeling defined by
βp,q(G, c) = max{|c(u)− c(v)| : uv ∈ E(G)}.
In this thesis, we focus on the problem of minimizing the edge span for the
L(p, q)-labeling. Inspired by Tutte’s famous observation on graph coloring and graph
flow, we establish some connections between L(p, q)-labelings and integer flows for
planar graphs, and tensions for general graphs. These connections provide us with
alternative and, to a certain degree, more effective way to minimize the edge spans of
graphs. The dissertation includes four chapters summarized as follows:
The first chapter gives some basic definitions and notations involving graphs, an















In the second chapter, using the theory of integer flow on planar graphs, we de-
termine the L(p, q) edge spans for the six types of finite planar lattices.
In the third chapter, we consider the non-planar graphs by establishing a connec-
tion between an L(p, q)-labeling and a tension on a graph. This connection provides
us with an effective way to design L(p, q)-labelings for non-planar graphs, in particu-
lar for graphs embedded on torus, by choosing a proper cycle basis consisting of facial
cycles and some specified cycles of the embedded graph. As an application, we use
this method to minimize the edge spans for the square of a cycle and Cartesian product
of two cycles.
In the last chapter, we introduce the L(p, q) edge span for a directed graph. Using
the theory of integer flow and tension on graphs, we determine the edge spans of
directed trees, directed cycles and directed bipartite graphs.
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|X| 集合 X 包含的元素个数
X ⊆ Y 集合 Y 的子集 X
X ⊂ Y 集合 Y 的真子集 X
X ∪ Y 集合 X 与 Y 的并集
X ∩ Y 集合 X 与 Y 的交集
X \ Y 集合 X 与 Y 的差
X △ Y 集合 X 与 Y 的对称差




V (G) 图 G的顶点集
E(G) 图 G的边集
NG(v)或 N(v) 图 G中顶点 v的邻集
δ(G) 图 G的最小度
∆(G) 图 G的最大度
dG(v) 图 G中顶点 v的度
























ν(G) 图 G的 Betti数
ω(G) 图 G的连通分支数
F (G) 图 G的所有面构成的集合
−→












GH 图 G和 H 的卡氏乘积图
Sm,n CmCn在环面上的嵌入图
H ⊆ G 图 G的子图 H
G[V ′] 图 G的由顶点集 V ′ ⊆ V (G)导出的子图
G− V ′ 图 G的由顶点集 V (G) \ V ′导出的子图
G[E ′] 图 G的由边集 E ′ ⊆ E(G)导出的子图
G− E ′ 图 G的删去 E′中的边后得到的子图
λp,q(G) 图 G的 L(p, q)标号数或 L(p, q)跨度
βp,q(G) 图 G的 L(p, q)边跨度
λ∗p,q(D) 有向图 D的 L(p, q)标号数或 L(p, q)跨度
β∗p,q(D) 有向图 D的 L(p, q)边跨度





















1980年首次将此问题归结成图的 T -着色问题. 1988年，Roberts [2]用标号的概
念来阐述这个问题，即相隔很近的电台使用的频率至少相差 2，相隔较近的电
台必须使用不同的频率. 1992年，Griggs和 Yeh将该问题抽象为图的距离标号





本文所考虑的图均为简单图，一个图 G的顶点集和边集分别用 V (G)和
E(G)表示.
给定一个图 G = (V (G), E(G))，如果顶点 u和 v关联一条边 e，则称 u和
v 相邻，e 关联 u 和 v. 顶点 u 和 v 称为边 e 的端点. 在简单图中，e 也可记
为 uv. G 中与顶点 v 关联的所有顶点的集合称为 v 的邻集，记为 NG(v) 或
N(v). G中与顶点 v 关联的边的数目称为顶点 v 的度，记为 dG(v)或 d(v). 用
δ(G)和 ∆(G)分别表示 G的顶点的最小度和最大度.如果对 G的所有顶点 v，
有 dG(v) = k，则称 G是 k-正则的.















它的项交替地为顶点和边，使得对 1 ≤ i ≤ k，ei的端点是 vi−1和 vi.其中 v0和
vk 称为 W 的起点和终点，k 称为 W 的长. 如果途径 W 的边 e1, e2, · · · , ek 互
不相同，则W 称为迹；如果途径W 的顶点 v0, v1, · · · , vk 互不相同，则W 称
为路. 若途径 W 有正的长且 v0 = vk，则称 W 为闭的. 在简单图中，(闭) 途
径、(闭)迹和 (闭)路均可由其顶点序列 v0v1 · · · vk 来表示．特别地，称闭路为
圈. 长为 k 的圈称为 k-圈. 两个顶点 u和 v 之间的距离是指它们之间最短路的
长度，记为 d(u, v).
设 G 是一个图，若 V (H) ⊆ V (G) 且 E(H) ⊆ E(G)，则称 H 是 G 的子
图；进一步地，若 V (H) = V (G)，则称 H 是 G的生成子图. 设 V ′是 V (G)的
一个非空子集，以 V ′为顶点集，两端点均在 V ′中的边的全体为边集所组成的
G的子图，称为 G的由 V ′ 导出的子图，记为 G[V ′]. 从 G中删除 V ′ 中的顶点
以及与这些顶点关联的边所得的子图，即 G[V \ V ′]，记为 G − V ′. 特别地，
当 V ′ = {v}时，把 G− {v}简记为 G− v. 类似地，设 E ′是 E(G)的一个非空
子集，以 E ′为边集，E′中边的端点的全体为顶点集所组成的 G的子图，称为
G的由 E ′ 导出的子图，记为 G[E ′]. 从 G中删除 E ′ 中的边所得到的子图，记
为 G− E ′. 特别地，当 E′ = {e}时，把 G− {e}简记为 G− e.
如果图 G中的两个顶点 u和 v之间存在一条路，则称 u和 v是连通的. 若
图 G 的任意两个顶点均由路相连，则称 G 是连通的. 设 v 是连通图 G 的顶
点，若 G− v是不连通的，则称 v是 G的割点. 无割点的连通图称为 2连通的.
类似地，设 e是连通图 G的一条边，若 G − e是不连通的，则称 e是 G的割
边. 无割边的连通图称为 2边连通的.
设M 是 E(G)的一个子集. 如果M 中的任意两条边均无公共端点，则称
M 为 G的匹配. 若匹配M 的某条边与顶点 v关联，则称M 饱和顶点 v，并且
称 v是M 饱和的，否则称 v是M 非饱和的.
图 G的一个 k 顶点着色是指 k 种颜色 1, 2, · · · , k 对于 G的各顶点的一个
分配；称着色是正常的，如果任意两个相邻的顶点均分配到不同的颜色.事实
上，图 G的一个正常的 k 顶点着色是把 V (G)分成 k 个 (可能有空的)子集，
其中每个子集内的顶点均分配一样的颜色，即互不相邻. 图 G的色数 χ(G)定
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